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ΘΕΜΑ  Β   

Β1. 

Έστω   z = x + yi   

|z| = |z −2i|     ⇔    2 2x y+ = 2 2x (y 2)+ −  

                                x
2
 + y 

2
 = x

2
 + y

2
 −4y + 4  

                                y = 1    

Άρα  ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των z  είναι η ευθεία  y = 1   

Β2. 

|z| = 2   ⇔   x
2
 + y

2
 = 2  και επειδή y =1  θα είναι x = ± 1   

Οπότε οι ζητούµενοι αριθµοί είναι οι    z = 1 + i   ή   z = −1 + i    

Β3. 

4

1z  + 4

2z  = ( 1 + i)
4
 + (−1+i)

4
 =  [( 1 + i)

2
] 

2 
+ [( −1 + i)

2
]
2
 =  

                                               = ( 1 + 2i −1)
2
 + ( 1−2i−1)

2 
 =  

                                               = 4i
2
 + 4i

2
  =  

                                               = −4−4  = −  8 

 

ΘΕΜΑ  Γ   

Γ1. 

f ΄(x) = 3x
2
 – 3·

1

x
       και     f ΄΄(x) = 6x + 3

2

1

x
 > 0 για κάθε x > 0             

Άρα η f  είναι κυρτή.  

Γ2. 

x 0
lim f (x)

+→
= 3

x 0
lim (x 3ln x)

+→
− = 0−  (−∞) = + ∞   

Άρα  η ευθεία  x = 0,  δηλαδή ο άξονας y΄y,  είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της Cf  

Γ3. 

Αναζητώ ρίζα της εξίσωσης   f (x) – 2 = 0   

Έστω   g(x) = f(x) −2 ,  x > 0   

Η  g  είναι συνεχής στο  [1,  e]  µε   g(1) = f(1) −2 = 1−2 = −1 < 0   
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                                                  και   g(e) = f(e) – 2 = e
3−3lne−2 = e

3−5 > 0    

Άρα  g(1)g(e) < 0,  εποµένως µε βάση το θεώρηµα Bolzano, θα υπάρχει ένα 

τουλάχιστον  ξ∈(1,  e)  ώστε   g(ξ) = 0   ⇔  f  (ξ ) – 2 = 0   

Ακόµα   g΄(x) = 3x
2
 – 3·

1

x
 = 

33x 3

x

−
 =  

( )33 x 1

x

−
 µε  

Για κάθε  x > 1   ⇒    x
3  

> 1
3
   ⇒    x

3
 – 1 > 0    ⇒    g ΄(x) > 0  

Άρα  η  g  είναι γνησίως αύξουσα στο  [1,  e] ,  οπότε η ρίζα είναι µοναδική. 

 

 

ΘΕΜΑ  ∆   

∆1. 

 g΄(x) = e
x(f(x) −x + 1) + e

x(f ΄(x) −1)  =  e
x
 (f(x) + f΄(x) – x) =  

                 (λόγω της υπόθεσης)              =  e
x
 ( f(x) − f(x) + x –x) = 0  για κάθε x∈ℝ     

Άρα  g(x) = c   στο ℝ  

∆2. 

g(x) = c    ⇔     e
x(f(x) −x+1) = c  

Για  x = 0  έχουµε    e
0(f(0) −  0 + 1) = c     ⇔     c = 1  

Οπότε   e
x(f(x) −x + 1) = 1    ⇔     f(x) −x + 1 = e

-x
     

                                                          f(x) = e
-x

 + x−1 ,   x∈ℝ     

∆3. 

f ΄(x) = −  e
-x

 + 1   

f ΄(x) = 0    ⇔   −e
-x

 + 1 = 0    ⇔    e
-x

 = 1    ⇔    x = 0     

f ΄(x) > 0    ⇔   −  e
-x

 + 1 > 0   ⇔    e
-x

 < 1    ⇔    x >  0    

f ΄(x) < 0    ⇔   −  e
-x

 + 1 < 0   ⇔    e
-x

 > 1    ⇔    x <  0    

Εποµένως για  x = 0  η  f  παρουσιάζει ελάχιστο το  f(0 ) = 0 

Άρα για κάθε  x∈ℝ  είναι f(x) ≥ 0  

∆4. 

Επειδή  f(0) = 0  και η  f  σαν παραγωγίσιµη είναι και συνεχής ,  σηµείο τοµής της Cf   

µε το άξονα των  x  είναι  O(0 , 0).   Όµως , για κάθε  x > 0  είναι  f ΄(x) > 0, άρα η f  

είναι γνησίως αύξουσα και εποµένως η  Cf  δεν έχει άλλο κοινό σηµείο µε τον άξονα 

των  x.   

Όπως είδαµε,  στο  [0 , 1] είναι  f(x) ≥ 0,  εποµένως το ζητούµενο εµβαδόν είναι ίσο 

µε   Ε = 
 1

 0
f(x)dx∫ = 

 1
-x

 0
(e + x 1)dx−∫ = 

1
2

x

0

x
e x

2
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− + − 
 

=  
e 2

2e

−
   τ. µονάδες  

 

 

 

 


